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Аннотация. Методом построения кинематически допустимых 

полей скоростей определены энергосиловые параметры пластической 

деформации. Отмечено, что вращающиеся жесткие зоны, отделяющие 

пластическую зону от жестких, имеют границы в виде дуг окруж-

ностей. 

Ключевые слова: кинематически допустимые поля скоростей, 
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Аналитические методы расчета для задач, которые можно                 

назвать кинематически допустимыми, разработаны Б.А. Друяновым и                    

В.В. Соколовским. Чтобы решить объемные задачи, необходимо 

обеспечить выполнение трех уравнений равновесия, условия пластич-

ности и шести уравнений, связывающих компоненты тензоров 

напряжений и скорости деформации. Объемные задачи решают 

вариационными методами, методами конечных элементов, граничных 

интегральных уравнений и методом разложения по параметру 

нагружения.  
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Энергетические методы расчета мощности деформации на основе 

построения кинематически допустимых полей скоростей позволяют 

определить верхнюю оценку границы мощности.  

Построим кинематически допустимые поля скоростей, состоящие 

из жестких зон, хотя бы часть которых совершает вращение относительно 

оси [1, 2]. В этом случае границами указанных зон могут быть только 

цилиндрические круговые поверхности (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Кинематически допустимое поле скоростей  

с тремя жесткими зонами, одна из которых совершает  

вращательное движение: а – при R2 > 0,5h1;  

б – предельный случай R2 = 0,25h1 

 

Принимаем, что жесткие зоны левее AC и правее BC перемещаются 

в направлении оси x со скоростями  и , где  – 

коэффициент вытяжки. При этом зона ABC вращается совместно с 

валком, их угловая скорость равна ω (т.е. имеет место «прилипание», 

мощность сил трения равна нулю). В точке D условие равенства 

нормальных компонентов определяет форму линии BC (нормальные 

компоненты в точке D – скорости движения  и скорости вращения 

, где ρ и θ – полярные координаты точки D 

относительно центра валка (см. рис. 1). Принимаем ; 

а 

б 
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; , получаем дифференциальное 

уравнение линии BC: 

    .                                   (1)              

Решение уравнения (1) при краевом условии y = 0,5h1 и x = 0 имеет 

вид 
 

                             (2) 

где . 

Возможны поля, состоящие из большого числа жестких зон, но для 

случаев, когда отношение длины зоны пластической деформации к ее 

толщине не превышает 2, применяем поля скоростей, состоящие из трех 

жестких зон.  

Из равенств (1) и (2) следует, что линия BC является окружностью 

радиусом R1 = R  s с центром на оси y. Величина опережения составляет 

0,25h1  (см. рис. 1б)). 

Разрыв тангенциальной компоненты скорости вдоль BC  

. 

С учетом равенств (1) и (2) получаем 

. 

Выводим уравнение окружности , проходящей 

через точку C с координатами x = – x0, y = 0.  

Линия AC является дугой окружности радиусом 

                      (3) 

Разрыв тангенциальной скорости вдоль AC . Линия AC 

проходит через точку A с координатами , 

. 

Мощность среза вдоль AC и BC определяем из условия 

, 
где l1 и l2 – длины дуг BC и AC; b – ширины прокатываемой заготовки.  

Мощность деформации 

                                        (4) 

где f(λ, a, s) – функция параметров λ, s,  , которую можно найти как 

 

                       (5) 
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функция φ(s, a, λ) характеризует мощность среза вдоль линии BC;  

, 

если s ≤ a;  

 

при s > a. Угол, соответствующий дуге BC, равен или превышает 90°. 

Для определения момента прокатки находим среднее давление, 

приняв коэффициент положения равнодействующей на дуге AB равным 

0,5 [1, 2]: 

,   

откуда момент прокатки  

. 

На рис. 2 представлены результаты расчетов в виде графиков nσ(m) 

при λ = 1,2 (линия 1) и λ = 2,0 (линия 2); диапазон, соответствующий 

1,2 ≤ λ ≤ 2,0, на рис. 2 заштрихован. 

 
Рис. 2. Графики nσ(m) при пластической деформации 

 

При h0 = h1 = h, λ = 1,0 (изгиб криволинейного листа без обжатия) 

момент на валке . Нижняя граница величины момента из 

статического поля напряжений . Если зона левее AC               

(см. рис. 1б) движется поступательно, а правее BC вращается вокруг оси 

валка, то в формулах (4), (5) следует принять φ = 0.  

Рассмотрим вариант, когда обе соседние жесткие зоны вращаются 

(рис. 3). Зона левее AB вращается со скоростью ω1 вокруг точки O1, а 

правее AB – со скоростью ω2 вокруг точки O2. При этом ω1 и ω2 имеют 

разные знаки (если их знаки одинаковы, то происходит не перегиб 

заготовки от радиуса r1 к r2, а только частичное ее загибание), такие 

схемы деформации имеют отношение к процессам прокатки-волочения 
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[3, 4]. В этом случае AB – дуга окружности, касательная в точке B к 

окружности радиусом r1. 

 
Рис. 3. Схема деформации при прокатке с изгибом заготовки 

 

Из условия постоянства объема , 

а , где R0 – радиус дуги окружности AB,      

угол θ0 соответствует на ней дуге AB (см. рис. 3). При перегибе заготовки 

без обжатия 

 
Если же деформация происходит без перегиба (см. штриховые 

линии на рис. 3) с увеличением радиуса кривизны от r1 до r2, то 

 
Кинематически допустимые поля скоростей, включающие вращаю-

щиеся жесткие зоны, могут быть использованы для получения верхних 

оценок в задачах о прокатке и вальцовке [5]. Построение точного 

решения для прокатки дает характеристики, отделяющие пластическую 

зону от жесткой. В этих случаях границами жестких зон могут быть 

цилиндрические поверхности с образующими в виде дуг окружностей. В 

представленной работе были получены формулы для величин мощности 

и момента прокатки.  
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ENERGY METHODS  

FOR CALCULATING POWER DEFORMATIONS 

 

N.A. Makarov 

 

Abstract. Energy-force parameters of plastic deformation have been 

determined by the method of constructing kinematically permissible velocity 

fields. It is noted that the rotating rigid zones separating the plastic zone from 

the rigid zones have boundaries in the form of arcs of circles. 

Keywords: kinematically permissible velocity fields, deformation, power. 
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